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Resumen

En el contexto de una configuración en la que un punto cuántico es usado como una

sonda local para estudiar la calidad de modos de Majorana en un nanocable supercon-

ductor, investigamos el efecto que tienen sobre estos la introducción de un término de

repulsión coulombiana entre el punto y el cable cuántico.

En modelos previos, el sistema es descrito por hamiltonianos efectivos a bajas enerǵıas

que, en su mayoŕıa, no toman en cuenta un posible efecto de la repulsión coulombiana.

Sin embargo, en el estudio realizado por Ricco et alia, los autores usan un modelo que

incluye dicha repulsión y afirman que la presencia de este término arruina la protección

topológica que poseen los modos cero de Majorana (MZMs).

En este trabajo de maestŕıa, sostenemos la tesis de que estudiar el sistema a través de

un hamiltoniano efectivo a bajas enerǵıas no captura el verdadero efecto de un término

de repulsión coulombiana en los MZMs. En lugar de un hamiltoniano efectivo, consi-

deramos términos de más altas enerǵıas y modelamos la repulsión como un término de

interacción entre el punto y el sitio más cercano a este en el nanocable. Seguidamente,

obtenemos numéricamente valores de expectación y el perfil de espectro de enerǵıas

donde notamos que la única situación donde los MZMs pierden su protección topológi-

ca es cuando tratamos con un nanocable corto y el espectro de enerǵıas presenta un

patrón de diamante.

La presente tesis consta de cuatro caṕıtulos. En el caṕıtulo 1, daremos una breve in-

troducción a los modos de Majorana, cadena de Kitaev y el modelo propuesto por

Ricco et alia. Luego, en el caṕıtulo 2, introducimos un método anaĺıtico que nos per-

mite conocer la forma matricial de los hamiltonianos que estudiamos y analizamos la

cadena de Kitaev aislada. Seguidamente, en el caṕıtulo 3, presentamos los resultados

del modelo incluyendo el punto cuántico y el hopping y la interacción con el primer

sitio de la cadena que sostienen la tesis descrita arriba. Finalmente, en el caṕıtulo 4,

mencionamos las conclusiones del presente trabajo de investigación.

Esta maestŕıa está basada en el trabajo cient́ıfico:

[1] R. Kenyi Takagui-Perez, A. Aligia. Effect of interatomic repulsion on majorana

zero modes in a coupled quantum-dot-superconducting-nanowire hybrid system,

arXiv:2309.10888 [cond-mat.mes-hall], enviado a Physical Review B.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Definición

Los llamados modos de Majorana fueron inicialmente planteados por Ettore Majora-

na [2]. A estos los definió de tal forma que la part́ıcula sea la misma que la antipart́ıcula.

En términos de operadores de segunda cuantización tienen la propiedad

γ† = γ (1.1)

Asimismo, estos obedecen las siguientes reglas de anticonmutación

{γi, γj} = 2δij (1.2)

Todo modo de Majorana puede ser definido en términos de operadores fermiónicos

γ = c+ c† (1.3)

De igual manera, un modo fermiónico ordinario c† puede ser definido en términos de

dos modos de Majorana como:

c† =
1

2
(γ1 − iγ2) (1.4)

Hasta ahora solo hemos hecho una definición matemática pero lo que nos importa

es su uso en la f́ısica.

En f́ısica de altas enerǵıas los fermiones de Majorana todav́ıa no han sido hallados,

aunque todav́ıa queda por ver si los neutrinos clasifican como estos. En materia conden-

sada, por otra parte, los buscamos como quasipart́ıculas. Las búsqueda de Majoranas

se volvió una ĺınea de investigación importante por su posible uso en computación

cuántica.

Si tenemos una cadena con varios sitios fermiónicos numerados 1, ..., N , en modos

1



2 Introducción

de Majorana los sitios podŕıan ser escritos como

c1 =
1

2
(γ1 + iγ2), c†1 =

1

2
(γ1 − iγ2)

c2 =
1

2
(γ3 + iγ4), c†2 =

1

2
(γ3 − iγ4)

.

.

.

cN =
1

2
(γ2N−1 + iγ2N), c†2 =

1

2
(γ2N−1 − iγ2N)

(1.5)

Ya que siempre podemos expresar un fermión como dos modos de Majorana, en princi-

pio un hamiltoniano también puede ser enteramente descrito por ellos. Hasta ahora no

hemos hecho más que definir los Majorana en relación con los fermiones pero pronto

se les dará un significado a un Majorana individual.

1.2. Aniones

Los modos de Majorana no pueden ser identificados ni como fermiones ordinarios

ni como bosones, la estad́ıstica que presentan y obedecen es diferente. En el caso de las

part́ıculas indistingibles que acabamos de mencionar, al ser intercambiadas adquieren

o no un cambio de signo en la función de onda.

ψ(x1, x2) = +ψ(x2, x1)→ Bosones

ψ(x1, x2) = −ψ(x2, x1)→ Fermiones
(1.6)

Podemos pensar en este cambio de signo como un cambio de fase que la función de

onda adquiere cuando f́ısicamente movemos las part́ıculas alrededor una de la otra.

Pensar en esto en una sola dimensión puede no tener sentido ya que no habŕıa espacio

para el intercambio. Sin embargo, en dos dimensiones se encuentra una nueva forma

de pensar en la fase adquirida por las funciones de onda.

Supongamos que tenemos dos part́ıculas idénticas en dos dimensiones y las inter-

cambiamos de la forma que hemos descrito, o sea moviéndolas una alrededor de la

otra. La función de onda adquirirá una fase. La forma en cómo las moveremos será en

sentido antihorario.

ψ(x1, x2)→ eiθψ(x1, x2) (1.7)

Si realizamos de nuevo el intercambio en sentido antihorario, la nueva fase no será + o
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−, sino una fase no trivial ei2θ.

ψ(x1, x2)→ ei2θψ(x1, x2) (1.8)

El caso especial de θ = 0, π pertenece al de los bosones y fermiones, respectivamente.

Esto quiere decir que existe todo un espectro de estad́ısticas θ y cuyas part́ıculas que

la obedecen las llamaremos aniones. Esta estad́ıstica también es llamada estad́ıstica

fraccionaria. Los primeros estudios sobre aniones fueron dados por Frank Wikczek[3][4]

y Leinaas et alia [5].

A partir de estas ideas se puede hablar de operaciones de trenzado (braiding operations)

en las que una operación del grupo de trenzas (braid group) puede ser visualizado como

un conjunto de trayectorias de las part́ıculas en la dimensión 2+1 espacio-tiempo en el

que las dos part́ıculas se cruzan pero de tal forma que podamos diferenciar el camino

que tomó cada una. Por ejemplo, σ1 y σ2 vendŕıan a ser estas operaciones del grupo de

trenzado tal que las part́ıculas afectadas tendrán que seguir las trayectorias como en la

figura 1.1. El saber qué trayectoria está por encima de otra es importante porque no es

lo mismo aplicar σ1σ2 que σ2σ1, es decir el grupo de trenzado es un grupo no-abeliano.

Figura 1.1: Aplicación de operaciones de trenzado. En todos los casos presentes se consideran
tres part́ıculas las cuales poseen trayectorias que las vamos a ir modificando dependiendo de qué
operación de trenzado aplicamos. Si las posiciones en las que terminan las part́ıculas son las
mismas sin importar las operaciones que se aplicaron entonces estas serán equivalentes.

La razón porque nos interesan los modos de Majorana y la estad́ıstica no-abeliana

es porque una forma de atacar el problema de las computadoras cuánticas tolerantes a

fallos [6][7] es embeber información de forma robusta en fermiones no locales, los cua-

les pueden encontrarse como quasipart́ıculas con el comportamiento de aniones, más

espećıficamente Majoranas.

Ahora imaginemos que tenemos a cuatro Majoranas en un cable unidimensional, si

quisieramos intercambiarlos de posición inevitablemente estos se encontraŕıan y coli-

sionaŕıan, por esta razón la estad́ıstica no está bien definida para esta dimensión. Para

realizar operaciones con modos de Majorana necesitamos tenerlos siempre distanciados

y es ah́ı donde entra el concepto de braiding, que pictóricamente se puede ver como

una unión o empalme al superconductor unidimensional donde podemos guardar a un
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Majorana (rojo) como en la figura 1.2 y podemos ahora pasar el Majorana (azul) de

la derecha a la izquierda, y, asimismo pasar el Majorana guardado (rojo) a la derecha

como en la figura 1.3. En mecánica cuántica operaciones como estas usualmente se

escriben como una transformación |Ψ⟩ → U |Ψ⟩, en el caso de fermiones o bosones el

U es una constante +1 o −1 según corresponde. Bajo las condiciones que nos imponen

los Majoranas es enteramente posible que U sea otra cosa que ±1, sino que puede

llegar a ser una matriz de rotación que aplicamos a la función de onda. Si tenemos

varias operaciones de braiding o simplemente intercambio significa que aplicaremos

varias rotaciones, es decir, multiplicación de matrices y estas operaciones pueden ser

no-conmutativas.

Figura 1.2: Se tiene la esperanza de que con los modos de Majorana será posible hacer ope-
raciones lógicas con qubits, este dibujo rudimentariamente presenta una operación simple que es
la de intercambiar de lugar a dos Majoranas.

Figura 1.3: Ya que tener cable unidimensional no permitiŕıa el intercambio, si hacemos un
acople al cable con alguna otra juntura donde podamos almacenar momentaneamente a uno de
los Majorana entonces ah́ı śı es posible llevar a cabo la operación.

Por otro lado, hablar de aniones no solo nos limita al campo de materia condensada.

El tema nos conecta directamente con el estudio de computación cuántica topológica

[8] y teoŕıa cuántica de campos topológica [9][10] que, otra vez, nos vuelve a conectar

con temas de materia condensada como por ejemplo: el estudio de vórtices, el efecto

Aharonov-Bohm o la teoŕıa de Chern-Simons [11].

Desde el 2021, luego de bastantes años de resultados parciales en la búsqueda de Ma-

joranas, combinando técnicas teóricas y experimentales de BEC (condensado de Bose-

Einstein) y BCS (teoŕıa de superconductividad de Bardeen–Cooper–Schrieffer) [12] hay

mucha promesa en por fin poder identificar aniones, en particular Majoranas.

1.3. Introducción a la cadena de Kitaev

Debido a su relevancia para nuestros resultados novedosos con la cadena de Kitaev

interactuando con un punto cuántico, repasamos brevemente la cadena aislada.

En resumen, el art́ıculo de Kitaev [13] nos cuenta que en un sistema fermiónico sin

esṕın con una brecha en el espectro del volumen posee estados de borde que pueden
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ser descritos por modos de Majorana, que podŕıan ser de utilidad como qubits por ser

robustos ante perturbaciones.

El sistema fermiónico que nos plantea Kitaev es el de una cadena unidimensional

en el régimen sin esṕın (esto se podŕıa lograr aplicando un campo magnético), su-

perconductor (por superconductividad inducida por proximidad) en el que exista una

brecha en el espectro. Con esta receta podemos empezar planteando el hamiltoniano

del sistema

H =
∑
j

[−µ(c†jcj −
1

2
)− t(c†jcj+1 + c†j+1cj) + (∆cjcj+1 +∆∗c†j+1c

†
j)] (1.9)

donde el primer término es la enerǵıa de ocupación por sitio, el segundo es el término

de salto y el último término es la creación o destrucción de pares de Cooper. A este

modelo lo llamamos cadena de Kitaev, o más espećıficamente, a la cadena que presenta

modos cero de Majorana. Para la discusión de la siguiente sección, escribimos cada

operador fermiónico que aparece en la ecuación (1.9) como combinación lineal de dos

fermiones de Majorana.

c†j =
1

2
(γ2j−1 − iγ2j), cj =

1

2
(γ2j−1 + iγ2j) (1.10)

donde j enumera el sitio de la cadena unidimensional.

1.4. Fase topológica y trivial de la cadena

A modo de explorar algunas de las propiedades de la cadena de Kitaev consideramos

dos casos simples para cada fase:

(i) Fase trivial. Caso cuando µ ̸= 0 y t = ∆ = 0. Solo para fines de ver cómo se

combinan los Majoranas en este caso, reemplazamos los operadores originales por su

equivalente en términos de Majorana.

H = −µ
N∑

n=1

(c†ncn −
1

2
) =

i

2
(−µ)

N∑
n=1

γ2n−1γ2n (1.11)

γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7 γ8 γ9 γ10

los Majoranas se acoplan con los del mismo sitio. Entonces, en la fase trivial no pasa

nada interesante. El estado fundamental estará todo lleno o todo vaćıo dependiendo

del µ, y el espectro no contiene estados de enerǵıa nulo.

(ii) Fase topológica. µ = 0 y t = ∆ ̸= 0. Volvemos a reemplazar todos los operadores
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fermiónicos por Majoranas y vemos qué pasa

H =
N∑

n=1

−t(c†ncn+1 + c†n+1cn) + ∆cncn+1 +∆∗c†n+1c
†
n

=
N∑

n=1

− t
4

[
(γ2n−1 − iγ2n)(γ2n+1 + iγ2n+2) + (γ2n+1 − iγ2n+2)(γ2n−1 + iγ2n)

]
+

∆

4
(γ2n−1 + iγ2n)(γ2n+1 + iγ2n+2) +

∆∗

4
(γ2n+1 − iγ2n+2)(γ2n−1 − iγ2n)

=
1

4

N∑
n=1

−t
[
γ2n−1γ2n+1 + iγ2n−1γ2n+2 + iγ2nγ2n+1

+ γ2nγ2n+2 + γ2n+1γ2n−1 + iγ2n+1γ2n − iγ2n+2γ2n−1 + γ2n+2γ2n

]
+

∆

4

[
γ2n−1γ2n+1 + iγ2n−1γ2n+2 + iγ2nγ2n+1 − γ2nγ2n+2

+ γ2n+1γ2n−1 − iγ2n+1γ2n − iγ2n+2γ2n−1 − γ2n+2γ2n

]
=
t

4

∑
n

[−2iγ2n−1γ2n+2 + 2iγ2nγ2n+1 + 2iγ2n−1γ2n+2 + 2iγ2nγ2n+1]

= t
∑
n

iγ2nγ2n+1

(1.12)

γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7 γ8 γ9 γ10

En este caso vemos que ahora los Majoranas tipo 2 de un sitio se acoplan con los de tipo

1 pero del sitio siguiente. Este acoplamiento da lugar a que los operadores de Majorana

de los bordes no aparezcan en el hamiltoniano. Por lo tanto, ambos tendŕıan enerǵıa

degenerada en cero. Además, dedido a esto, tenemos dos estados fundamentales dege-

nerados ortogonales entre śı. Para ver esto, definimos nuevos operadores fermiónicos

pero conformados por estos Majoranas acoplados

c̃†j = (γ2j − iγ2j+1)/2, c̃j = (γ2j + iγ2j+1)/2 (1.13)

γ2j = c̃†j + c̃j, γ2j+1 =
c̃†j − c̃j
i

(1.14)
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reemplazando en el hamiltoniano este se convierte en

H = it
N−1∑
n=1

γ2nγ2n+1

= it
N−1∑
n=1

(
c̃†n − c̃n

)( c̃†n + c̃n
i

)
= t

N−1∑
n=1

c̃n
†c̃n

† + c̃n
†c̃n − c̃nc̃n† − c̃nc̃n

= 2t
N−1∑
n=1

(
c̃†nc̃n −

1

2

)
(1.15)

Teniendo estos dos casos a la mano podemos conjeturar que existen dos fases bien

diferenciadas en el sistema dependiendo de los valores de los parámetros. Al primer

caso lo llamamos el caso trivial ya que no está pasando nada interesante y el rol de los

Majorana no importa mucho. Sin embargo, en el segundo caso vemos cómo la presencia

de los Majorana de los bordes constituyen un fermión deslocalizado de enerǵıa cero en

medio del gap. Esta fase, donde hay estados con enerǵıas muy cercanas a cero en medio

del gap, será llamada fase topológica.

1.5. Modelo previo de un punto cuántico acoplado

a un cable superconductor topológico

Ahora introduciremos el modelo base con el que se trabaja en la tesis: un punto

cuántico acoplado a uno de los extremos de un nanocable. El porqué resulta este modelo

interesante es que se puede usar el punto cuántico como una prueba local para realizar

espectroscoṕıa de Majoranas en un nanocable supercondutor. Esta configuración nos va

a permitir discernir si los modos cero que se observan en los experimentos de anomaĺıas

de pico cero son de origen topológico o si se trata de algún otro fenómeno f́ısico. Los

primeros en proponer este sistema fueron Prada et alia [14]. En su investigación usan

un hamiltoniano efectivo a bajas enerǵıas y presentan una serie de simulaciones del

de espectro de enerǵıas donde dependiendo si se trata de un cable corto (≈ 400 nm)

o cable largo (≈ 2 µm) se puede apreciar o bien diferentes patrones que forman los

MZMs, como de moño o diamante, o una protección topológica muy robusta incluso

si las enerǵıas de los autoestados correspondientes al punto cuántico se acercan mucho

al cero, pero no tanto como para cruzarse con los MZMs. Luego, Clarke [15], extiende

estos estudios para medir la calidad o grado de qué tan topológicamente protegido es

un sistema de las mismas caracteŕısticas que el modelo de Prada et alia. Finalmente,

Ricco et alia [16] hacen una extensión más a este modelo incluyendo un término de
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repulsión coulombiana afirmando que este induce una hibridización adicional en los

MZMs. Algunos estudios experimentales que le dan soporte a todos estos trabajos

pueden ser léıdos en las referencias [17] y [18].

1.5.1. Estudio de Ricco et alia

Para esta tesis resulta importante repasar en cierto detalle el modelo planteado por

Ricco et alia ya que serán sus resultados los cuales compararemos con los nuestros.

El modelo de Ricco et alia es un hamiltoniano efectivo de bajas enerǵıas en el que

solo están presentes términos del punto cuántico y los modos fermiónicos de Majorana

que se encuentran a los extremos de la cadena unidimensional que está acoplada en

uno de los extremos con el punto cuántico. A esto se le añade el término de interacción

coulombiana entre ambos dispositivos que, según los autores, causa que la división de

los MZMs aumente y al hacerlo estos pierden su robustez ante posibles perturbaciones.

El hamiltoniano que propusieron luce como

H = ϵdd
†d+ iϵMγLγR + iλL(d− d†)γL + λR(d+ d†)γR +HU (1.16)

donde ϵd es la enerǵıa de ocupación del punto cuántico, ϵM es una medida de qué tanto

acoplamiento o hibridización espacial existe entre las funciones de onda de los modos

de Majorana de la izquierda el de la derecha, λL(R) indica cuánto acoplamiento hay

entre los Majoranas de la izquierda y derecha respectivamente con el punto cuántico.

Finalmente, el último término da cuenta de la repulsión coulombiana entre el punto

cuántico y el fermión deslocalizado f † = (γL + γR)/2 formado por ambos Majoranas,

este posee la siguiente forma con nf = f †f

HU = Undnf =
1

2
Und

(
iγRγL +

1

2

)
(1.17)

nf representaŕıa el total de la ocupación de la cadena a bajas enerǵıa. HU se parece

bastante al segundo término de la ecuación (1.16). Por esta razón, afirman que debido

a la repulsión coulombiana habrá una hibridización extra causando aśı una división

más grande en los MZMs.

En las siguientes subsecciones, se describirán brevemente los casos que los autores

estudiaron, estos son el caso no-interactuante y el caso interactuante. Es decir, cuando

tomamos o no en cuenta la repulsión coulombiana. Los gráficos que se mostrarán a

continuación son del art́ıculo original. La forma en la que calcularon su espectro de

enerǵıa fue a través del cálculo de densidad de estados del punto cuántico ρd(V ) que a

temperatura cero es proporcional la conductancia diferencial, dI/dV ∝ ρd(V ), con V

correspondiendo al voltaje de bias. La densidad espectral resultante se muestra en las

figuras 1.4 y 1.5. Cabe recordar que la tesis de los autores es que debido a la repulsión
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Figura 1.4: Autoenerǵıas en función de la enerǵıa del punto cuántico ϵd para cuando el término
de repulsión HU = 0 en (1.16). Imagen tomada del art́ıculo original de Ricco et alia [16].

coulombiana los MZMs perderán su condición de estar topológicamente protegidos, y

la forma de mostrarlo es a través de observar qué les pasa a estos modos en el espectro

de enerǵıa. Si los MZMs pierden su robustez se debeŕıa apreciar una separación de

enerǵıa mayor donde antes no la hab́ıa.

Caso no interactuante

Primero veremos el caso no interactuante, es decir, el caso en el que la repulsión

coulombiana está apagada. En la figura 1.4(a) para cuando no hay repulsión y además

no hay separación adicional por el término que acompaña a ϵM , nos encontramos en el

caso ideal donde los MZMs están topológicamente protegidos cerca de enerǵıa cero. La

situación cambia cuando empezamos a considerar un ϵM ̸= 0, es decir, tomar en cuenta

hibridización entre los MZMs. Entonces los MZMs se separan en enerǵıa y podemos

identificar figuras caracteristicas que se ven en otras referencias como la del moño o de

diamante. En la figura 1.4(b) en el caso de ϵM ≫ λR ocurre una forma de moño y el

cruce de niveles en ϵd = 0. Si se considera un coeficiente de hibridización de Majoranas

insignificante a comparación del acoplamiento entre el punto cuántico y el Majorana

de la derecha como en la figura 1.4(c), los autores obtienen una forma de diamante

para los MZMs, o sea un desdoblamiento en ϵd = 0. Finalmente en la figura 1.4(d),

si los coefficientes ϵd, λR y λL son comparables, se obtiene un espectro asimétrico con

respecto al eje de enerǵıas y ocurre un desplazamiento del cruce de los MZMs hacia la

derecha.
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Figura 1.5: Autoenerǵıas en función de la enerǵıa del punto cuántico ϵd para cuando el término
de repulsión HU ̸= 0 en (1.16). Imagen tomada del art́ıculo original de Ricco et alia [16].

Caso interactuante

El caso interactuante consiste en tomar en cuenta el término de repulsión coulom-

biana Undnf , que, como se explicó, posee una forma muy parecida a la del término de

hibridización de los Majorana ϵMγLγR. Bajo este modelo y consideraciones, sus simu-

laciones dan que incluso en el caso donde ϵM = 0, como en la figura 1.5(a), existe una

separación de enerǵıas de los MZMs significando la pérdida de protección topólogica.

Comparando los paneles de la figura 1.5 con los respectivos de la figura 1.4, vemos

que el efecto de la interacción HU es siempre aumentar la división de los MZMs del

caso no interactuante.



Caṕıtulo 2

Espectro de enerǵıas de la cadena

de Kitaev

Antes de abordar el sistema completo incluyendo el punto cuántico, estudiamos la

cadena de Kitaev finita. Si bien esta se conoce, para ver el efecto de la interacción con

el punto cuántico necesitamos información detallada de la cadena aislada.

Para estudiar el espectro de enerǵıas de una cadena aislada finita y extensiones del

modelo, introduciremos un método de mapeo similar a la notación de Nambu que nos

permitirá obtener la matriz del sistema tal que podamos diagonalizarla por métodos

computacionales.

El método nos permite hacer un mapeo que nos lleva de trabajar con operadores

fermiónicos a kets o bras.

cα ←→ |α, a⟩ , c†α ←→ |α, c⟩ (2.1)

donde a significa aniquilación y c creación. Luego de realizar el mapeo de cualquier

hamiltoniano H ⇐⇒ H̃, llegaremos a una forma general

H̃ =
∑
βα

(Aβα |βa⟩ ⟨αa|+Bβα |βc⟩ ⟨αa| − Aβα |βc⟩ ⟨αc| −Bβα |βa⟩ ⟨αc|) (2.2)

donde la barra sobre Aβα y Bβα significa complejo conjugado. Entonces si queremos

conocer los elementos de matrix del hamiltoniano empezamos a aplicar H̃ a las bases

|αa⟩ y |αc⟩:

H̃ |αa⟩ =
∑
β

(Aβα |βa⟩+Bβα |βc⟩),

H̃ |αc⟩ = −
∑
β

(Aβα |βa⟩+Bβα |βc⟩).
(2.3)

Notamos que esta forma es muy similar a la de computar el conmutador [cα, H]

11
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Figura 2.1: Espectro de enerǵıa en función del valor del potencial qúımico µ para una cadena
de Kitaev aislada con ∆ = 1 y t = 1. El sistema está en su fase topológica para |µ| < 2. Para
|µ| > 2 los MZMs se empiezan a separar y el sistema entra en su fase trivial.

[cα, H] =
∑
β

(Aβαcβ +Bβαc
†
β), (2.4)

por lo tanto nos encargaremos de computar todos los conmutadores tal que obtengamos

los correspondientes Aβα y Bβα. A modo de ejemplo, tomemos de nuevo el hamiltoniano

de la cadena de Kitaev

H =
∑
j

[
(−tc†j+1cj +∆c†j+1c

†
j + h.c.)− µc†jcj

]
. (2.5)

Computamos los conmutadores en el caso de si j no es ni el primero ni el último:

[H, c†j] = −µc
†
j − t(c

†
j+1 + c†j−1) + ∆(cj−1 − cj+1)

[H, cj] = −µcj − t(cj+1 + cj−1) + ∆(c†j−1 − c
†
j+1)

(2.6)

sus análogos en forma de ket seŕıan

H̃ |jc⟩ = −µ |jc⟩ − t(|j + 1, c⟩+ |j − 1, c⟩) + ∆(|j − 1, a⟩ − |j + 1, a⟩)

H̃ |ja⟩ = +µ |ja⟩+ t(|j + 1, a⟩+ |j − 1, a⟩) + ∆(|j + 1, c⟩ − |j − 1, c⟩)
(2.7)

Aplicando ⟨jc| o ⟨ja| podremos encontrar su forma de matriz y a partir de ah́ı hacer la

diagonalización. Para t = ∆ y variando µ en un rango de [0, 2.5] obtenemos el espectro
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de enerǵıa de la figura 2.1. No exploramos el rango negativo ya que la gráfica será

simétrica. Vemos que en la fase topológica |µ| < 2|t|. De la ecuación (1.15) podemos

concluir que estos nuevos autoestados tendrán una enerǵıa degenerada en E = 2t y

E = −2t. Se pueden obtener los mismos resultados si aplicamos el mapeo de operadores

c†i y ci a kets, y seguidamente calculamos la conmutacion con el hamiltoniano.

En la figura 2.2 se presentan espectros de enerǵıa para una cadena de Kitaev aislada

para N = 20 y N = 50 sitios en función del potencial qúımico. Los parámetros usados

para la cadena son t = 1 y ∆ = 0.2. Para cada autoenerǵıa le corresponde su mismo

valor pero negativo ya que los operadores de creación y aniquilación que diagonalizan

el hamiltoniano tienen enerǵıas opuestas. Las enerǵıas más próximas a 0 corresponden

a los MZMs con una pequeña hibridización entre ellos. Los autoestados intermedios en

el gap son los modos fermiónicos compuestos por los Majorana que se encuentran en

los extremos de la cadena, y estos se mantienen robustos hasta alcanzar |µ| = 2 que,

como se explicó, corresponde a un cambio de la fase topológica a la trivial porque se

cumple la desigualdad |µ| > 2|t|.
Para apreciar mejor el comportamiento de estos estados cercanos a una enerǵıa cero

realizamos un acercamiento al caso de la cadena de N = 50 sitios en la figura 2.3.

Estos oscilan alrededor de la enerǵıa cero. También, notamos que cuanto más grande

es la cadena, los Majoranas se acercan mucho más a enerǵıa cero. Esto se debe a que

en cuanto más larga la cadena menos hibridización habrá entre ellos entonces se espera

una división menor. Adicionalmente, se observa un crecimiento abrupto de las enerǵıas

al entrar el sistema en la fase no topológica para |µ| > 2. El hecho de que la transición

está para µ ligeramente inferior a 2 es probablemente un efecto de tamaño. Ahora nos

preguntamos qué tiene que pasar para que aparezcan enerǵıas cero. Kitaev encontró

que para que ocurra la fase topológica debemos tener 2|t| > |µ| y ∆ ̸= 0.
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Figura 2.2: Espectros de enerǵıa en función del valor del potencial qúımico µ para una cadena
de Kitaev de N = 20 y N = 50 sitios. Los otros parámetros usados para ambos son de t = 1 y
∆ = 0.2. Las dos enerǵıas más próximas a enerǵıa cero corresponden a los MZMs ligeramente
hibridizados.
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Figura 2.3: Acercamiento a la figura 2.2 para el caso de N = 50 para apreciar mejor el
comportamiento de las enerǵıas correspondientes a los MZMs. Estas muestran una oscilación a
través de todo el rango de valores de µ para el cual el sistema está en su fase topológica.





Caṕıtulo 3

Modelo incluyendo el efecto de una

repulsión coulombiana V

En contraste con el modelo de Ricco et alia, nosotros consideramos un hamiltoniano

que no ignore estados de más alta enerǵıa. El porqué de esta decisión se discutirá más

adelante pero crudamente se puede decir que estos estados de alta enerǵıa son esenciales

para mantener la robustez de los MZMs. El modelo que se propone en la tesis es el

de un nanocable unidimensional en el régimen de electrones sin esṕın acoplado de su

extremo izquierdo con un punto cuántico. Existirá una probabilidad de salto entre el

punto cuántico y el sitio más cercano a este en la cadena y un término de repulsión

coulombiana entre los electrones de ambos sitios.

H =
N−1∑
j=1

(−tc†j+1cj +∆c†j+1c
†
j +H.c.)− µ

N∑
j=1

c†jcj

+ϵdd
†d− t′(d†c1 +H.c.)

+V

(
nd −

1

2

)(
n1 −

1

2

)
, (3.1)

Los primeros dos términos del hamiltoniano describen a la cadena de Kitaev donde

t es el hopping entre sitios, ∆ el gap superconductor, y µ es potencial qúımico de

la cadena. Los dos términos que siguen describen la enerǵıa del punto cuántico y el

hopping entre el punto y el primer sitio de la cadena. Finalmente, el último término

describe la repulsión coulombiana entre el punto cuántico y el primer sitio de la cadena.

Escogemos tratar el término de repulsión coulombiana en la aproximación Hartree-

Fock irrestricta. Además de ser un enfoque razonable para tratar con el sistema, nos

permite ciertas facilidades computacionales.

La estrategia es aplicar el mapeo de la sección 1.3 pero a nuestro hamiltoniano. Se

aplicó el mapeo ya en la cadena de Kitaev en la ecuación (2.7) aśı que queda hacer el

mapeo de términos que incluyan operadores del punto cuántico. Nos concentramos en

17
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el término de interacción V (nd − 1
2
)(n1 − 1

2
). En su forma de Hartree-Fock irrestricto

luce como

ndn1 ≃ ⟨nd⟩n1 + nd ⟨n1⟩ − ⟨nd⟩ ⟨n1⟩

−
〈
d†c1

〉
c†1d− d†c1

〈
c†1d

〉
+
〈
d†c1

〉 〈
c†1d

〉
+
〈
d†c†1

〉
c1d+ d†c†1 ⟨c1d⟩ −

〈
d†c†1

〉
⟨c1d⟩ . (3.2)

Para derivar los elementos de matriz del hamiltoniano iremos por partes, primero

tratanto la cadena sola, y luego cada término del desacople por separado para saber de

dónde viene cada parte. Los elementos de matriz de la cadena ya pueden ser calculados

a partir de la ecuación (2.7). Entonces lo que queda calcular son los elementos de matriz

que tengan que ver con el punto cuántico, es decir, el número de ocupación del punto,

término de hopping y el término de repulsión.

⟨d, c| H̃ |d, c⟩ = ϵd + V ⟨n1⟩ ⟨d, a| H̃ |d, a⟩ = −ϵd − V ⟨n1⟩
⟨1, c| H̃ |d, c⟩ = −t′ − V ⟨c†dc1⟩ ⟨1, a| H̃ |d, a⟩ = t′ + V ⟨c†dc1⟩
⟨d, c| H̃ |1, a⟩ = −V ⟨c†dc

†
1⟩ ⟨d, a| H̃ |1, c⟩ = V ⟨c†dc

†
1⟩

⟨1, c| H̃ |1, c⟩ = ...+ V ⟨nd⟩ ⟨1, a| H̃ |1, a⟩ = ...− V ⟨nd⟩

(3.3)

Una vez que ya sabemos las dependencias de los elementos de matriz debemos diago-

nalizar H̃ y hallar los valores de expectación de forma autoconsistente. Esto se calcula

en la siguiente subsección.

Muchas de las referencias trabajan cambiando no el potencial qúımico pero śı la

enerǵıa de ocupación del punto cuántico (que experimentalmente se puede cambiar con

un potencial de compuerta) lo que se adopta también en esta tesis. Calculamos los

espectros de baja enerǵıa cambiando los valores de ϵd. Estos se explicarán más a fondo

en la siguientes secciones haciendo una comparación con el paper de Ricco et alia, pero

a grandes razgos en la figura 3.2 se puede apreciar que los MZMs son aquellos estados

que se encuentran cercanos a una enerǵıa cero, y el efecto que tiene el punto cuántico

en los estados de más alta enerǵıa en la cadena ocurren cerca a ϵd = 0.

3.1. Valores de expectación y cálculos

Ya que buscamos diagonalizar el hamiltoniano, lo que en escencia necesitamos cal-

cular son los estados γν tal que [H, γ†ν ] = Eνγ
†
ν . Si recordamos las ecuaciones (2.3) y

(2.4), lo que esto nos quiere decir en términos de kets es que |γ, c⟩ será uno de los

autoestados de H̃. Usando el enfoque de BCS haremos un cambio de base y pasaremos
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de operadores ci a γν donde existe una forma de definir c en terminos de γ y viceversa

c†i =
∑
ν′

(
Diν′γ

†
ν′ + Eiν′γν′

)
ci =

∑
ν′

(
Diν′γν′ + Eiν′γ

†
ν′

)
.

(3.4)

Aśımismo los γν en general tendrán la forma:

γ†ν =
∑
i

(
Aiνc

†
i +Biνci

)
γν =

∑
i

(
Aiνci +Biνc

†
i

)
.

(3.5)

Para relacionar γν y ci a través de las matrices A, B, C, y D, calculamos sus relaciones

de conmutación primero dejando el segundo operador fijo, mientras que el otro lo

expresamos usando las ecuaciones de arriba.

{γ†ν , cj} =
{∑

i

Aνic
†
i +Bνici, cj

}
=

{∑
i

Aνic
†
i , cj

}
= Aνj. (3.6)

Ahora, si dejo fijo el operador de γν

{γ†ν , cj} =
{∑

i

Diνγν + Eiνγ
†
ν

}
=

{
γ†ν ,

∑
i

Diνγ
†
i

}
= Diν . (3.7)

Si realizamos el mismo cálculo para el anticonmutador {γν , ci} se obtiene que Eiν = Bνi.

A = D, E = B (3.8)

Una vez diagonalizado computacionalmente H̃, conocemos A y B, por lo tanto por

la ecuación (3.8) llegamos a saber también los valores de Eiν como Diν . Como ya

hemos mencionado, los operadores γ†ν y γν se identifican como a los autoestados de

H̃, donde γ†ν corresponde a los a los autoestados con enerǵıa Eν positiva y γν con

los de enerǵıa negativa. Esto se puede derivar del método de mapeo expuesto y que

[H, γ†ν ] = Eνγ
†
ν ⇒ [H, γν ] = −Eνγν .

Como ejemplo del cálculo del valor de expectación tomamos ⟨c†jci⟩. Al conocer la ex-

presión de c†i yci en términos de los γν y γ†ν , y las matrices Diν y Eiν luego de la

diagonalización, queda reemplazar (3.4) y evaluarlos en su estado fundamental corres-

pondiente. Cabe recordar que el estado fundamental en el espacio de operadores γν

está dado por

|g⟩ =
∏

γν |0⟩ (3.9)

donde la productoria es sobre todos los ν tal que Eν < 0.
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Figura 3.1: Valores de expectación. (a) Ocupación del punto cuántico. (b) Ocupación del
primer sitio de la cadena de Kitaev. (c) Salto entre el punto cuántico y el primer sitio de la
cadena de Kitaev. (d) Par de Cooper con fermiones del sitio d y el sitio 1

Calculamos ⟨c†jci⟩:

⟨c†jci⟩ = ⟨g|
(∑

ν′

(
Diν′γ

†
ν′ + Eiν′γν′

))(∑
ν′

(
Diν′γν′ + Eiν′γ

†
ν′

))
|g⟩

= ⟨0|γ
∑
νν′

Diν′Diνγ
†
ν′γν +Diν′Eiνγ

†
ν′γ

†
ν + Eiν′Diνγν′γν + Eiν′Eiνγν′γ

†
ν |0⟩γ

=
∑
νν′

⟨0|γ Eiν′Eiνγν′γ
†
ν |0⟩γ

=
∑
ν

EjνEiν

(3.10)

Asimismo, calculamos los otros valores de expectación necesarios para completar valores
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en el hamiltoniano una vez la aproximación de Hartree-Fock es aplicada.

⟨c†jci⟩ =
∑
ν

EjνEiν , ⟨c†jc
†
i⟩ =

∑
ν

EjνDiν (3.11)

Los demás valores de expectación salen de la relación ⟨AB⟩ = ⟨B†A†⟩. En la figura 3.1

se presentan los valores de expectación como función de la enerǵıa de ocupación del

punto cuántico. En la figura 3.1(a), cuando ϵd < 0, se observa que la ocupación del

punto cuántico es > 0.5. Si hemos de encontrar un electrón en el punto cuántico, este

impone una repulsión coulombiana en sus cercańıas haciendo que sea menos probable

encontrar un electrón en el sitio 1. Entonces, encontramos una tendencia decreciente

de la ocupación del punto cuántico conforme vamos incrementando el valor de ϵd, y

la ocupación del primer sitio de la cadena sigue este comportamiento pero de forma

cualtitativamente opuesta.

Para entender cómo cambian los valores de expectación del hopping ⟨c†dc1⟩ en la figura

3.1, es útil pensar en el modelo de la molécula diátomica heteronuclear con un solo

orbital. En nuestro contexto, uno de los átomos corresponde al punto cuántico y el

otro al primer sitio de la cadena. Este modelo tiene un hamiltoniano de la forma

H = ϵdd
†d+ ϵcc

†c− t′(d†c+ c†d). (3.12)

donde el operador d corresponde al punto cuántico y c al sitio del extremo izquierdo

de la cadena. Su estado fundamental luce como |g⟩ = (αd† + βc†) |0⟩, donde se debe

cumplir la normalización |α|2 + |β|2 = 1.

Si, por ejemplo, calculamos el valor de expectación para el hopping de electrones entre

las moléculas tendremos

⟨g| c†d |g⟩ = ⟨0| (αd+ βc)(c†d)(αd† + βc†) |0⟩

= ⟨0| βα |0⟩

= βα

(3.13)

De la misma manera calculamos

⟨d†d⟩ = α2, ⟨c†c⟩ = β2, ⟨c†d⟩ = βα (3.14)

Para comprobar que este modelo sigue de forma qualitativa el mismo comportamiento

que los valores de expectación de la figura 3.1, tomamos como un valor de prueba

α2 = 0.5 que corresponde al valor de expectación de la ocupación del punto cuántico

cuando ϵd = 0. Incluyendo este valor en los valores de expectación del modelo de la
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molécula diatómica obtenemos:

⟨d†d⟩ = 0.5, ⟨c†c⟩ = 0.5, ⟨c†d⟩ = 0.38 (3.15)

Estos valores van de acuerdo con los valores de expectación de la figura 3.1 para el

modelo de punto cuántico acoplado a la cadena cuando ϵd = 0. Se espera que las

ecuaciones (3.14) correspondan de forma aproximada a los valores de expectación del

modelo de la tesis (3.1) para cualquier valor de α en el rango de valores que toma el

valor de expectación ⟨c†dcd⟩ en la figura 3.1.

3.2. Discusión de la hipótesis de Ricco et alia

Recordemos que Ricco et alia presentan un término de repulsión de la forma

Undnf =
1

2
Und

(
iγRγL +

1

2

)
. (3.16)

Afirman que el modelo que usan es uno efectivo a bajas enerǵıas. Es decir, en principio

el término de repulsión considerando todo el rango de enerǵıas es uno donde el acople

es con toda la cadena

Undnω = Und

(∑
i

c†ici

)
(3.17)

donde nω significa el número de ocupación del cable (wire). Queremos indagar qué

exactamente están dejando de lado y cómo eso puede afectar al espectro de enerǵıas

y a la hibridización de los MZMs. Vimos en las ecuaciones (3.5) y (3.4) que cuando

diagonalizamos H̃ obtenemos las expresiones de los estados γ†ν en relación a los opera-

dores originales c†i y ci. Reemplazamos estos en la expresión de repulsión coulombiana

de Ricco et alia (3.17). Trabajamos solo nω:∑
i

c†ici =
∑
i

[∑
ν′

(Diν′γ
†
ν′ + Eiν′γν′)

][∑
ν′′

(Diν′′γν′′ + Eiν′′γ
†
ν′′)

]
=

∑
iν′ν′′

[
Diν′Diν′′γ

†
ν′γν′′ +Diν′Eiν′′γ

†
ν′γ

†
ν′′

+ Eiν′Diν′′γν′γν′′ + Eiν′Eiν′′γν′γ
†
ν′′

] (3.18)

Ahora digamos que f † es el operador entre los γ†ν correspondiente al estado con más

baja enerǵıa positiva. Sabemos que habrá uno solo de estos porque estamos en el

contexto de un sistema de la cadena de Kitaev en su fase topológica. Luego, el número

de ocupación lo separamos entre términos que son acompañados por f † o f y el resto



3.2 Discusión de la hipótesis de Ricco et alia 23

de estados que sabemos que son de enerǵıas mayores.

=
∑
i

DiνfDiνff
†f + EiνfEiνfff

†

+
∑
i

∑
ν

[
DiνfDiνff

†γν +DiνfEiνff
†γ†ν

+ EiνfDiνffγν + EiνfEiνffγ
†
ν

]
+ ...

(3.19)

Como estamos interesados estrictamente en bajas enerǵıas nos quedamos con los térmi-

nos parecidos a f †f y ff †

∼
∑
i

|Diνf |2f †f + |Eiνf |2ff †

∼
∑
i

(|Diνf |2 − |Eiνf |2)f †f + |Eiνf |2
(3.20)

Una vez que tomamos las enerǵıas más bajas el operador de número queda como∑
i

c†ici → δf †f + cte (3.21)

donde f es el estado de más baja enerǵıa formado por los Majorana de los extremos

de la cadena f † = γL + iγR. Reemplazando esto en el término de interacción de la

ecuación (3.17) llegamos a lo propuesto por Ricco et alia, pero con un δ en general

bastante menor a 1.

Por otro lado, ir a través de los detalles de las simplificaciones que tomaron Ricco

et alia nos deja entrever que quizás tomar un enfoque de hamiltoniano efectivo no es

lo más apropiado ya que dejar de lado estados de más enerǵıa significaŕıa evitar ciertas

mezclas entre estados que podŕıan compensar la separación extra que implica ndnf . De

hacer un campo medio restringido a este término nos da

⟨nd⟩nf + ⟨nf⟩nd − ⟨nd⟩⟨nf⟩ (3.22)

donde observamos que nf⟨nd⟩ contribuye al término ϵMγLγR en (1.16). Podŕıamos

pensar en la cadena aislada de Kitaev donde incluso moviendo el potencial qúımico

seguiremos observando MZMs porque estos se reacomodan al nuevo µ. Son distintos

en forma a los MZMs anteriores pero aún presentan una enerǵıa cercana a cero.

En esta tesis presentamos un modelo más realista. Modelamos la repulsión como

HV = ndn1 (3.23)
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el cual tratamos en la aproximación de Hartree-Fock irrestricto. Esta forma de modelar

difiere de la de Ricco et alia y suponemos que es más realista. Pensamos que es razonable

que el papel que juega el Majorana del extremo derecho no será muy importante ya

que a más distancia menor es la repulsión coulombiana. Además, para tomar en cuenta

estados de más alta enerǵıa, incluimos toda la cadena de Kitaev. Asimismo, permitimos

que haya una probabilidad de salto t′ de electrones entre el punto cuántico y el primer

sitio.

3.3. Comparación de resultados con el nuevo mo-

delo

Los resultados que se presentan en esta sección refuerzan y extienden lo ya mencio-

nado en la sección de anterior ya que a través de simulaciones del espectro de enerǵıa

del sistema y variando el parámetro de la enerǵıa de ocupación del punto cuántico ϵd

se observa que en realidad los modos cero de Majorana son robustos ante la presencia

de la repulsión coulombiana.

En la figura 3.2, se muestra el espectro de bajas enerǵıas del modelo usado en la

tesis para el caso de una cadena de N = 20 sitios, µ = 0, ∆ = 0.2, t = 1 y t′ = 0.2.

Estos espectros de enerǵıa están dados con respecto a cómo va cambiando el nivel de

enerǵıa del punto cuántico. Para estudiar cómo el término de repulsión interatómica

afecta al sistema analizamos los casos en los que V = 0 y V = 1. Para el caso de

V = 0 vemos que los MZMs poseen una forma de moño y existe una brecha de enerǵıa

relevante entre ellos y estados de más alta enerǵıa. El sistema también fue analizado

en una cadena de N = 50 sitios pero por conveniencia para apreciar más los MZMs

nos quedaremos con el caso de 20 (por ahora) ya que sabemos que la separación de los

MZMs decae exponencialmente con la longitud de la cadena. Ahora bien, al prender

el término de repulsión coulombiana, V = 1, y si uno siguiera el trabajo de Ricco et

alia uno esperaŕıa observar un separación mayor en las enerǵıas de los MZMs, pero

lo que se ve en la figura 3.2 cuando V = 1 es que los MZMs siguen ah́ı y, en todo

caso, la separación se hace menor. Es decir, no solo son robustos ante la perturbación

que V impone en el sistema, sino que cuando la repulsión está presente los vuelve más

robustos.

En la figura 3.2, también notamos que para valores cercanos a ϵd = 0 existe una

deformación en la forma del espectro de enerǵıas. Si recordamos el espectro de enerǵıas

para una cadena de Kitaev aislada para µ = 0 en la figura 2.2, notamos que hay dos

enerǵıas simétricas ∼ 0.4 y ∼ −0.4 para una cadena de N = 20 sitios. Estas corres-

pondeŕıan (aproximadamente) a las que observamos para un |ϵd| ≥ 0.5 en la figura 3.2.
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Para |ϵd| ≤ 0.5 nos preguntamos qué está causando la deformación y una explicación

es dada por el modelo de la molécula diatómica heteronuclear que, recordemos, trata

de modelar lo que pasa solo entre el punto cuántico y el primer sitio de la cadena.

Tomamos de nuevo el hamiltoniano (3.12) con ϵc = 0 y computamos su espectro de

enerǵıas en función de ϵd las autoenerǵıas con

Em =
1

2
[(ϵd + ϵc)±

√
(ϵd − ϵc)2 + 4t′2] (3.24)

Para valores grandes de |ϵd|, Em ∼ 0, ϵd y para ϵd = 0, |Em| ∼ t′. En la figura 3.2 se

ven las enerǵıas que corresponden aproximadamente a ±Em cuando Em está lejos del

cero. Estos estados se llegan a hibridizar con los de la cadena de Kitaev aislada dando

lugar a las curvas pronunciadas que se ven en la figura 3.2 para valores de |ϵd| < 0.5.

Para ϵd = 0 vemos estados con enerǵıa ±t′ que corresponde al hopping entre d y c1.

Otro punto es que estas curvas pronunciadas se ven afectadas por el término de re-

pulsión coulombiana. En el modelo presentado en la tesis, una vez que realizamos la

aproximación irrestrica de Hartree-Fock, aparecen términos que van a modificar el hop-

ping entre el punto cuántico y la cadena. Es razonable, entonces, pensar que el término

efectivo del hopping resultante es la explicación de por qué para el caso donde V = 1 los

estados de enerǵıa con valor absoluto más bajos, fuera de los MZMs, correspondientes

a los estados hibridizados con la cadena llegan a pasar de valores absolutos t′ = 0.2,

para el caso de V = 0, a enerǵıas t′eff ∼ 0.5 para V = 1.

Sin embargo, a través de todo eso, los MZMs se ven poco afectados y permanecen

cercanos a cero para todo el rango de valores de ϵd.
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Figura 3.2: Espectro de enerǵıas en función de ϵd para una cadena de N = 20 sitios con
parámetros ∆ = 0.2, t = 1, t′ = 0.2 y µ = 0. La figura superior muestra el espectro de enerǵıas
para cuando el término de repulsión es V = 0, y la inferior para V = 1.

En las figuras 3.3, para el caso de N = 50, el nivel de robustez de los MZMs es

mayor tal como se mencionó ya que vemos que para el caso de N = 20 la separación de

los MZMs teńıa un tamaño de δ = 2× 10−2 mientras que para esta cadena más grande

es de δ = 4.1× 10−5.

Para una cadena de N = 50, t = 1 y ∆ = t′ = 0.2 analizamos de cerca el efecto

que tiene la repulsión y el cambiar el potencial qúımico de la cadena sobre los MZMs.

La figura 3.3, donde el potencial qúımico es µ = 0, curiosamente pasa lo opuesto a lo

planteado por Ricco et alia. Es decir, que cuando prendemos el término de repulsión,

este en realidad mejora, aunque sea un poco, la calidad de los MZMs. Los vuelve más

cercanos a una enerǵıa cero. Por otro lado, en la parte inferior de la figura 3.3, se

trata con el caso de un potencial qúımico µ ̸= 0 que produce un espectro de enerǵıas
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como el de un moño asimétrico consecuencia tanto de tener µ ̸= 0 y V = 1. Si no se

tienen ambos entonces el espectro de enerǵıa sigue mostrando el patrón de el del moño

simétrico.

Figura 3.3: Comparación de las dos enerǵıas más cercanas a cero como función de ϵd entre
V = 0 y V = 1 para distintos valores del potencial qúımico µ (µ = 0 imagen superior y µ = 0.5
imagen inferior) para una cadena de N = 50 sitios con parámetros de ∆ = 0.2, t = 1 y t′ = 0.2.

Como hab́ıamos mencionado en el argumento, una vez el hamiltoniano es diago-

nalizado, los nuevos operadores que diagonalizan el hamiltoniano son en realidad una

combinación lineal de los operadores fermiónicos usados para escribir el H original. El

autoestado de más baja enerǵıa con enerǵıa positiva (aśı como todos los demás) tiene
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la forma

γ†ν =
∑
i

(
Aiνci +Biνc

†
i

)
. (3.25)

donde Eν ≈ 0. Más expĺıcitamente, para el operador de aniquilación:

γν = A0νd
† +B0νd

+ A1νc
†
1 +B1νc1

+ ...

+ A50νc
†
50 +D50νc50

(3.26)

Este autoestado, como se espera según la propuesta original de Kitaev, y a diferencia de

los otros autoestados, debeŕıa tener entre sus coeficientes de mayor peso a los coeficien-

tes que acompañan a los operadores de los extremos de la cadena que es precisamente

lo que se ve en la figura 3.4. La peculiaridad aqúı es que a diferencia de la cadena de

Kitaev, hay un peso relevante en el punto cuántico.

Figura 3.4: Coeficientes del estado de más baja enerǵıa. Los parámetros de la cadena son
N = 50, t = V , ∆ = t′ = 0.2, ϵd = −1 y µ = 0.

En la sección 1.3, se habló del modelo de Prada et alia. Los autores encontraron

que para un cable largo (L = 2 µm) los MZMs están topológicamente protegidos,

mientras que para un cable corto (L = 400 nm) los MZMs formaban patrones de moño

o diamante. Por lo tanto, suena razonable el querer aplicar lo mismo en nuestro modelo

y encontrar los mismos patrones que Prada et alia encontraron para el caso de la cadena

corta. Con una relación de 1
10
, nosotros ahora pasamos de cadenas de un tamaño de

N = 50 sitios, a ver sistemas de N = 5. Las imágenes de la figura 3.5 muestran que
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para una cadena de N = 5 sitios obtenemos el mismo patrón de diamante que ellos.

Con los resultados anteriores, sab́ıamos que al aumentarle la cantidad de sitios a

la cadena los MZMs solo se haćıan más robustos porque cuanto más largo es el cable

menos importa el efecto de repulsión. Por lo tanto, solo quedaba ver qué era lo que

pasaba cuando teńıamos cables muy cortos. Entonces, para el caso de cables cortos,

el efecto de repulsión śı es relevante ya que si bien hay una separación de enerǵıas

ya existente en la figura 3.5 para un V = 0, para V = 1 se ve que la separación de

enerǵıas es mucho mayor al punto que podemos decir que estos ya no son MZMs, pues

se encuentran muy alejados de una enerǵıa cero. La explicación para esto es que el

cable cuántico al ser muy pequeño, favorece hibridación o mezcla de los Majoranas de

enerǵıa cero, y, por consecuencia, la protección que ellos usualmente adquieren al estar

cerca de enerǵıa cero se ve comprometida.

Figura 3.5: Espectro a bajas enerǵıas como función de ϵd para los casos V = 0 y V = 1. Los
parámetros de la cadena son N = 5, t = 1, ∆ = t′ = 0.2 y µ = 0.





Caṕıtulo 4

Conclusiones y discusión

Hemos resuelto un modelo para la cadena de Kitaev conectada a un punto cuánti-

co en uno de sus extremos por un término de hopping y una repulsión coulombiana

entre el estado relevante del punto cuántico y el del extremo de la cadena. Repulsio-

nes de rango corto se espera que sean importantes en heteroestructuras realistas de

semiconductores-superconductores usadas para crear modos cero de Majorana, pero

tratamientos teóricos estudiando los efectos de estas interacciones son raros.

Conforme es variada la enerǵıa del estado del punto cuántico, las enerǵıas de los dos

autoestados del sistema cercanos a cero presentan una de dos formas caracteŕısticas

vistas en experimentos y teoŕıas previas, señalando la presencia de modos cero de

Majorana en los extremos de la cadena. En uno de ellos (forma de moño), las enerǵıas de

los dos estados de más baja enerǵıa se cruzan cuando la enerǵıa de ocupación del punto

cuántico es cercana al nivel de Fermi. En este caso, el acoplamiento entre los MZMs

es débil y analizando la función de onda de estos autoestados, uno ve que un MZM

tiene un peso importante en el punto cuántico. Tratando la repulsión coulombiana en

la aproximación irrestricta de Hartree-Fock, encontramos que esta repulsión no afecta

esencialmente la calidad de los MZMs.

En contraste, en el otro caso donde los estados de más baja enerǵıa como función

del nivel del punto tienen una forma de diamante, señalando un acoplamiento más

fuerte entre los MZMs (cadenas cortas), el efecto de la repulsión coulombiana inter-

atómica induce una mayor división de los MZMs. Ya que en este caso la repulsión del

MZM en el lado opuesto de la cadena con el estado del punto es relevante, los resulta-

dos son consistentes con los de la referencia [19] los cuales indican que la interacción

entre part́ıculas localizadas en sitios distantes juega un papel más destructivo que la

interacción entre sitios vecinos más cercanos.

Pensamos que nuestras conclusiones son también validas para modelos más realistas

de superconductores topológicos, tal como en referencias [20, 21], incluso incluyendo

subbandas adicionales y el efecto orbital del campo magnético [22]. Si la forma de

31
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diamante del espectro a bajas enerǵıas como función de la enerǵıa del punto es experi-

mentalmente obervados, como en la referencia [17], esto significa que los MZMs tienen

una extensión significativa sobre todo el cable y la repulsión coulombiana en un extre-

mo deteriora aún más la calidad de los Majorana. En cambio, la repulsión coulombiana

en un extremo no afecta MZMs bien localizados caracteŕıstico de una forma de moño

en el espectro.
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